Druckverlust der laminaren Rohrstrdmung

Druckverlust der laminaren Rohrstromung

Eine laminare Rohrstromung (auch Hagen-Poiseuille-Stromung genannt) liegt vor, wenn sich das Fluid
in unendlich viele unendlich diinne konzentrische Hohlzylinder unterteilen 14Rt, die standig gegenein-
ander verschoben werden. Im Arbeitsblatt , Integration von OrtsgrofSen zu BereichsgroRen” wurde
gezeigt, wie sich der Volumenstrom und die mittlere FlieBgeschwindigkeit der laminaren Rohrstro-
mung aus ihrem Geschwindigkeitsprofil durch Integration berechnen lassen. In diesem Arbeitsblatt
wird gezeigt, wie das Geschwindigkeitsprofil zustande kommt und wie sich der Druckverlust berech-
net.

Der Druckverlust ist eine Folge der Wandhaftung und der Reibung innerhalb des Fluids. In einer Rohr-
netzberechnung wird aus der mittleren FlieRgeschwindigkeit, dem Rohrdurchmesser und den Stoff-
werten des Fluids ein Rohrreibungsgefille R berechnet. Multipliziert mit der Lange L einer Leitung
ergibt sich daraus ein Druckverlust Ap,;..

Aus Sicht des Férderaggregats, vorzugsweise einer Pumpe, ist der Druckverlust einer Leitung gleich-
bedeutend mit dem Forderdruck, der ihr zur Verfligung gestellt werden muR. Am Beginn der Leitung
steht noch der volle Forderdruck zur Verfiigung. Am Ende ist er null. Dazwischen besteht eine gleich-

bleibende negative Druckanderung - dp/dx. (Druckgradient). Genauso wie der Férderdruck den
Druckverlust deckt, deckt der Druckgradient das Rohrreibungsgefille. Ortlich betrachtet, ist er die
treibende Kraft der Strémung.

Nach dem Gesagten gilt also
d
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Um das Rohrreibungsgefdlle ndaher zu bestimmen, wird nun der Druckgradient - dp/dx berechnet:
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Bild 1: Kraftegleichgewicht (links, Mitte) und Geschwindigkeitsprofil (rechts)

Kriftegleichgewicht

Der Druckgradient geht aus einer Gleichgewichtsbetrachtung an einem bewegten Volumen im Inne-
ren einer stationdaren Rohrstrémung hervor. Das Volumen hat die Form eines unendlich kleinen Zylin-
ders mit einer Hohe dx und einem Radius r. Der Radius lduft von 0 bis 7, dem Rohrradius. Das Volu-
men wird durch die Bewegung deformiert. Alle OrtsgrofRen, auch die Geschwindigkeit, bleiben in
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Laminare Rohrstromung

Stromungsrichtung jedoch konstant. Deswegen miissen alle duReren Krafte, die an dem Volumen
angreifen, zusammen null ergeben.

Es gilt also
(@ E&) =dFy +E(x+dx) bzw. dFy, = F,(x) — E,(x + dx).
Die einzelnen Krafte bestimmen sich zu
(3) dFy =2rmdxt, F,(x)=r*np(x) und E,(x + dx) = r’mp(x + dx).

Darin sind p(x) und p(x + dx) die Driicke an den Stirnflichen und T die Schubspannung am Mantel
des Zylinders. Das Fluid wird als als Newtonsches Fluid angenommen. Das bedeutet, daR es eine kon-
stante dynamische Zahigkeit n hat. Fir die Schubspannung gilt der lineare Zusammenhang

@ ) =1

Wie man im Bild rechts erkennen kann, ist du/dr negativ, denn u wird mit gréBerem r kleiner. Die
Kraft dFy, ist hingegen positiv, denn sie bremst das Fluidvolumen. Deswegen muR das Vorzeichen
von du/dr vor dem Einsetzen in Gleichung 2 noch umgekehrt werden. Dadurch entsteht

() —-2rmdxny 3—1: =r2np(x) — r’mp(x + dx).

Nach Division durch (=2 r 1t dx n) wird daraus

du r p(x+dx)-p(x) r dp r dp
6 5= M (),

dr _211 dx 2n dx__ﬁ dx

Geschwindigkeitsprofil
Gleichung 5 bildet eine Differentialgleichung. lhre allgemeine Losung lautet

7 ul)= —(—d—p)i+ C.

dx/ 47

Die Konstante C kann aus der Randbedingung fiir r = 1, also aus der Randbedingung an der Rohr-
wand, bestimmt werden. Wegen der Wandhaftbedingung ist die Geschwindigkeit der Teilchen dort
null. Es gilt also

@)  u(r) = —(—g—i)%+c=o e c=(-9 g

Damit wird aus Gleichung 7

O = -(- DL (D

4 4n

Diese Gleichung Ialst sich umformen zu

(10) u(r) = (— j—i) g[l — (%)2]

Offensichtlich tritt die groRte Geschwindigkeit 1,4, bei r = 0, also genau in der Mitte des Rohres,
auf und lautet
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Druckverlust der laminaren Rohrstrdmung

(11) umax = (_ g_i) g-

Mit upy,ax 18Rt sich die Geschwindigkeit auch schreiben als

(12) u(r) = [1 - (L)Z] Uppax-

Iy

Dieser Verlauf entspricht dem rechts im Bild gezeigten Geschwindigkeitsprofil. Es ist parabelformig.
Die zugehérige mittlere FlieBgeschwindigkeit ¢ geht aus Integration von u(r) tiber den Querschnitt
und Division durch die Querschnittsflache hervor. Der Rechengang ist im Arbeitsblatt , Integration
von OrtsgréfRen zu Bereichsgroflen” gezeigt. Er ergibt, daf} c genau die Halfte von u,, 4, ist. Mit Ver-
wendung von Gleichung 10 bedeutet das

@ o= (D) 5= 05

Darin ist D der Rohrdurchmesser. Sein Quadrat ist das Vierfache des Quadrats des Radius.

Druckverlust
Gleichung 14 ergibt nach dem negativen Druckgradienten umgestellt, welcher zugleich das gesuchte
Rohrreibungsgefille ist,

(14) (_d_z): _ 8nc_ 32nc

702 D2

Damit ist der Reibungsdruckverlust eines Rohres mit der Lange L

32nLc
D2

(15) A4dp,, =LR =

Der Druckverlust einer laminaren Stromung ist also proportional zur Geschwindigkeit. In einer turbu-
lenten Rohrstromung ist der Druckverlust dagegen proportional zum Geschwindigkeitsquadrat. Ein
allgemeiner Ansatz fiir den Rohrreibungsverlust, der auch fiir turbulente Stromungen verwendet
wird, ist

L
(16) 4dpy, =225 2

Darin ist A der sogenannte Rohrreibungskoeffizient. Flr turbulente Stromungen errechnet er sich
nach der Formel von Colebrook/Wright. Im Moody-Diagramm findet man sie ausgewertet. Der Rohr-
reibungskoeffizient fir die laminare Rohrstromung geht durch Gleichsetzen von Gleichung 15 und 16
hervor. Es ergibt sich

647 _ 64

A 1= =1

Darin ist n/p die kinematische Viskositat v. Der Quotient ¢ D /v ist die Reynoldszahl Re. In dieser

Form kann A in Gleichung 16 verwendet werden, wodurch sich eine einheitliche Rechnungsweise fur
den Druckverlust gerader Rohrlangen ergibt.
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