Integration von OrtsgréRen zu BereichsgréfRen

Integration von Ortsgrofien zu Bereichsgrofden

Stromungen sind Bewegungen von Teilchen innerhalb von Stoffen. Ihre wesentlichen Gesetzmalig-
keiten gehen aus Zusammenhangen zwischen Ortsgrofien hervor. Zu den Ortsgrofien gehoren die
beiden Kraftdichten Schubspannung und Druck, die Massendichte und die Geschwindigkeit.

Von technischem Interesse sind neben den OrtsgréRen auch ihre Mittelwerte und die zugehorigen
BereichsgrolRen. Schubspannungen und Driicke werden (ber Flachenbereiche integriert, um
Reibungs- und Druckkrafte zu erhalten. Aus der Integration der Dichte Giber einen rdumlichen Bereich
geht die Masse hervor. Und die Integration der Geschwindigkeit (iber eine Durchtrittsflache liefert
einen Volumenstrom.

Mittelwerte von OrtsgroRBen erhadlt man in vielen Fallen einfach schon, indem man die zugehorige
BereichsgroRe durch den Bereichsinhalt teilt. In einem rdumlichen Bereich ergibt sich die mittlere
Dichte aus Division der Masse des Bereichs durch das Volumen des Bereichs. In einem Rohr ergibt
sich die mittlere Geschwindigkeit aus Division des Volumenstroms durch den Querschnitt des Rohres.

Volumenstrom und mittlere Geschwindigkeit der laminaren Rohrstromung
r

I

—

N
0 > u

umax

D777

Bild 1: laminare Rohrstromung, links: Geschwindigkeitsprofil, rechts: Seitenansicht

Das Geschwindigkeitsprofil einer laminaren Rohrstromung ist gegeben durch:

W) ut) =[1=(2) | tmas

Darin sind R und u;;, 4, der Rohrradius und die Geschwindigkeit in der Rohrmitte. Aus dem
Geschwindigkeitsprofil (intensive GrofRe bzw. OrtsgroRRe) soll der Volumenstrom (extensive Grolle
bzw. BereichsgroRe) bestimmt werden. Der Bereich ist die Querschnittsfliche A = R? .

Rechts in Bild 1 ist die Querschnittsflache A in 5 Kreisringflachen AA; mit j = 1 bis 5 aufgeteilt. Sie
werden durch Linien gleicher Geschwindigkeit (Isotachen von griechisch tachys: die Geschwindigkeit)
begrenzt. Bild 2 zeigt die Teilflaichen einzeln. Die Teilflaiche 1 kann formal als eine Kreisringflache mit
Innenradius 0 aufgefalit werden.
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Bild 2: Teilflachen

Der Flacheninhalt AA]- der Teilflachen ist
(2) A4 =(RZ; —R}j)m.

Darin sind R, ; und R; ;der AuRen- und der Innenradius der j-ten Teilfliche. Ihr Volumenstrom AV}-
ergibt sich aus dem Produkt

(3) AV =1up;*AA; = u(Ry,;) * AA;.

Darin ist u,, ; die mittlere Geschwindigkeit der j-ten Teilflache. Sie ergibt sich aus Gleichung 1, wenn
man dort fur r den mittleren Radius R,,, ; der Teilfldche einsetzt. Fir die Teilflache 1, z.B., ist der mitt-
lere Durchmesser 0,1 R. Ihre Fliche ist (0,22 — 0,0%) R?m = 0,04 R?m. Die mittlere Geschwindigkeit

R\ 2
betragt in dieser Teilflache [1 - (%) ] * Umax = 0,99 * Upgx-

Das ergibt auf zwei Stellen gerundet einen Teilvolumenstrom von 0,04 * u,,,, * R fiir die
Teilflache 1. Berechnet man alle Teilvolumenstrome in dieser Weise und addiert sie, ergibt sich
folgende Tabelle:

Teilflache | R; Rm R, U AV
1 OR| 0,1R| 0,2R 0,99 Upmax 0,04*R? 1T Upax
21 02R| 03R| 0,4R 0,91 Upax 0,11*R? T Upax
3/ 04R| 05R| 0,6R| 0,75 up, 0,15*R? Tt U, oy
4| 0,6R| O, 7R | 0,8R 0,51 Upmax 0,14*R? 1T Upax
5/ 08R| 09R 1R 0,19 Upax 0,07*R? T Upax
Gesamt 0,51*R? T Upax

Tabelle 1: Summation der Teilvolumenstrome

Eine bessere Art der Darstellung ist diese:

Teilfliche | R/R | Ro/R | Ry/R | Un/Umax AV /(R*Tt Upgy)
1 0| 01| 02 0,99 0,04
2| 02| 03| 04 0,91 0,11
3| 04| 05| 06 0,75 0,15
4| 06| 07| 08 0,51 0,14
5| 08| 09 1 0,19 0,07

Gesamt 0,51

Tabelle 2: Summation der Teilvolumenstrome in normierter Weise
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Die Summe aller Teilvolumenstréme ist der Gesamtvolumenstrom. Er betrégt 0,51 R?T Uy, gy
Teilt man ihn durch die Querschnittsfliche R%m, erhilt man die mittlere Geschwindigkeit im
Rohrquerschnitt. Sie betragt nach dieser Rechnung 0,51 14;,4-

Wegen der Flachenunterteilung ist das eine Naherungslosung. Ihre Genauigkeit wird hoher, wenn die
Flachen noch feiner unterteilt werden. Allgemein gilt fir eine Aufteilung in n Teilflachen:

(4)  V =X} 1u(Rm;) A4;.

Darin sind u(R,,,;) und A4; der mittlere Radius und die Querschnittsflache der j-ten Teilflache.
Integration bedeutet, dal? man n in einem Grenziibergang gegen Unendlich fiihrt. Dadurch werden
die Teilflachen zu unendlich kleinen Flachenstiickchen dA. Es ergibt sich:

(5) V=1lim X7 uy; A4 = f(A)u dA.

n—-oo

Darin bedeutet (A), daB u Uber die gesamte Flache A zu integrieren ist.

dA
i dr

r//r+driR%

Bild 3: Unendlich kleine Kreisringflache dA

dA stellt eine unendlich kleine Kreisringflache im Abstand r vom Mittelpunkt des Kreises dar. Sie hat
einen endlichen Umfang 2 i r. lhre Starke dr stellt eine unendlich kleine Differenz des Radius dar.
Deswegen ist es unerheblich, ob ihr Umfang an der Innenseite des Kreisrings, an der AuRenseite oder
irgendwo dazwischen gebildet wird. Ihr Flacheninhalt ist:

(6) dA=2mrdr.

Anders als A bildet r eine lauffahige Variable entlang einer Koordinatenachse, r 1duft von 0 bis R.
Gleichung 6 wird nun in Gleichung 5 eingesetzt. Es ergibt sich:

(7) V= fORu(r) 2mrdr.

Die Werte 0 und R bilden jetzt die Integrationsgrenzen eines bestimmten Integrals. u(r) geht aus
Gleichung 1 hervor. Eingesetzt in Gleichung 7 ergibt sich:

) 2
® V=" [1 -3 ]umax 2mrdr
Weil Uy,4, 2  konstant ist, 18Rt sich dieser Ausdruck vor das Integral ziehen. Die Umformung ergibt:
. R 3
(9) V=27 Upax |, (r — %) dr.

© 2006 Prof. Dr. Mathias Fraal}



‘ Integration von OrtsgréBen zur BereichsgréRen

3
Darin bildet r — % den Integranden. dr zeigt an, da r die Integrationsvariable ist. Man [6st ein

Integral, indem man eine Stammfunktion F findet, deren Ableitung nach der Integrationsvariablen
der Integrand ist. Es muR also gelten:
7"3

(10) F(n=r — =

Eine Funktion, die das leistet, ist

r? r*
(11) F(T')—;-mﬁ'c.
Darin ist C eine Integrationskonstante. lhre Ableitung nach r ist Null. Bei einem bestimmten Integral
wird flir r zunachst die obere Integrationsgrenze, hier R, in F eingesetzt und davon das Ergebnis fir

die untere Integrationgrenze, hier 0, abgezogen:

12) [f(r-2)dr=FR-FO) =(E-240)-(T-S+0)=- =0

4 R? 2 402

Damit ist das Integral gelost und kann in Gleichung 9 eingesetzt werden. Fir den Volumenstrom
ergibt sich:

. RZ 1 2
(13) sznumaxT:Eumaan-

Teilt man jetzt wieder durch die Fliche  R?, erkennt man, daR die mittlere Geschwindigkeit der
laminaren Rohrstrémung genau halb so grof ist wie die maximale Geschwindigkeit in Rohrmitte.

Volumenstrom und mittlere Geschwindigkeit der Scherstromung
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Bild 4: Scherstrémung, links: Geschwindigkeitsprofil, rechts: Ansicht von rechts

Die Scherstromung ist hier zwischen zwei planparallelen Platten im Abstand d gezeigt. Die obere
Platte wird mit der Geschwindigkeit U gegen die untere verschoben. Technisch relevante
Scherstromungen verlaufen zwischen Zylindern, die gegeneinander gedreht werden, oder sich
drehenden Kreisscheiben.
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Rechts sind wieder Isotachen in der Seitenansicht gezeigt. Gesucht sind der Volumenstrom und die

mittlere Geschwindigkeit in der Querschnittsflaiche A = b d. Man liest aus Bild 4 ab, daR sie g und

%b d betragen. Zu demselben Ergebnis muR die Integration von u(y) tber A fihren.
Der Geschwindigkeitsverlauf der Scherstromung ist

(14) uly) = % U.
Ihr Volumenstrom ergibt sich zunachst ganz allgemein wieder als

(15) V= Joaywda.
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Bild 5: Unendlich kleine Rechteckflache

Das Flachenstiick dA ist wieder so zu legen, dalk es von Isotachen begrenzt wird. Aus Bild 5 liest man
ab:

(16) dA = b dy.

Anders als A ist y eine lauffdhige Integrationsvariable. Sie lauft von 0 bis d. Gleichung 16 wird nun
zusammen mit Gleichung 14 in Gleichung 15 eingesetzt. Daraus entsteht:

. d d
(17) V= O%Ubdyz%bfoydy.

Das Integral erscheint nun als bestimmtes Integral mit den Bereichsgrenzen 0 und d. Der Integrand y

2
hat die Stammfunktion y? Damit ergibt sich
(18) V=17bd,

woraus sich als mittlere Geschwindigkeit wieder das bekannte Ergebnis % ergibt.
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Ubungsaufgabe
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Bild 6: Horizontalkraft auf eine Behalterwand

Ein zylinderférmiger Behalter ist fliissigkeitsgefillt. Sein Durchmesser ist d. Der Fillstand ist h. An der
Oberflache der Flissigkeit und aufRerhalb des Behalters herrscht der Umgebungsdruck p,. Die beiden
Profile zeigen Druckverteilungen. An der AuRenseite besteht das Profil aus dem konstanten Umge-
bungsdruck py. Im Behdlter ist die Druckverteilung gegeben durch

(19) p(z) = potpgez.

Darin ist z nach unten gerichtet. Gesucht ist die resultierende Horizontalkraft auf die Behalterwand.
Sie soll durch Integration des Uberdrucks (iber die Behilterwand ermittelt werden.

dh?
2

Lésung: Fj, = Tpg.
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