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Bilanzierungen

Kontinuitatsgleichungen stellen Massenbilanzen dar. Man spricht von , der” Kontinuitatsgleichung
und stellt sie je nach Art der Massenbilanz unterschiedlich dar. Bilanzierungen sind ein bewahrtes
Prinzip, Berechnungsgleichungen zu erhalten.

Schon ein Bankkonto bildet ein einfaches Anwendungsbeispiel fir eine Bilanzierung. Die BilanzgréRRe
ist der Kontostand. Anders als das Bargeld in einem Tresor ist ein Kontostand nicht zdhlbar. Er ergibt
sich allein aus den Ein- und Auszahlungen und den Uberweisungen. Jede Geldbewegung ist mit einer
Differenz verbunden, um die der Kontostand steigt oder sinkt. Die BilanzgroRe wird als Menge bilan-
ziert.

Ein technisch relevantes Anwendungsbeispiel fiir eine Bilanzierung ist der in Bild 1 links gezeigte Puf-
ferspeicher. Die BilanzgrolRe ist die innere Energie des Wassers im Speicher. Nach dem ersten Haupt-
satz der Thermodynamik kann sie sich durch Arbeit und Warme andern. Beim Pufferspeicher kommt
nur Warme in Betracht. Es gilt daher einschrankend:
auv _ . .
1) i Q1 —Qs.

Darin sind U die innere Energie des Wassers im Pufferspeicher, Q; der eingespeiste Warmestrom, Q.
der abgenommene Warmestrom und 7 die Zeit.

Gleichung 1 ist ein typisches Beispiel fiir eine Bilanzgleichung in technischen Anwendungen. Auf der
linken Seite erscheint nicht eine Mengendifferenz, wie zuvor noch beim Kontostand, sondern die
zeitliche Anderung der BilanzgroRe. Entsprechend erscheinen auf der rechten Seite keine Warme-
mengen, sondern Warmestrome. Anders als Mengenbeziehungen gelten Beziehungen zwischen
zeitlichen Anderungen und Strémen fiir den Augenblick.

Der Speicher bildet ein Beispiel fiir ein Bilanzgebiet. Ebenso wie die Zeit in Bilanzgleichungen auf den
Augenblick reduziert werden kann, kdnnen auch Bilanzgebiete als unendlich klein aufgefalRt werden.
Weiter unten in diesem Arbeitsblatt wird das noch anhand der 6rtlichen Massenbilanz gezeigt.

Stréme, die die Grenze des Bilanzgebiets iberschreiten, wie im Beispiel des Speichers die Warme-
strome Q; und Q, werden als Transportstrome bezeichnet. Die Alternative sind Wandlungsstrome.
Sie verandern die BilanzgroRRe aus dem Inneren des Bilanzgebiets heraus. Wenn die BilanzgroRe eine
Energie ist, sind Wandlungsstrome mit einer Energieumwandlung verbunden. Beim Speicher ware
z.B. eine elektrische Heizpatrone eine Einrichtung, die einen Wandlungsstrom erzeugt.
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Bild 1: Abgenommene Heizleistung an einem Pufferspeicher

In Bild 1 ist ein Beispiel fiir zeitliche Verldufe von Q; und Q, in kW gezeigt. Rechts davon ist der resul-
tierende Verlauf von dU /dt dargestellt. Die Flachenintegrale der Verldufe bilden die zugehdrigen En-
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ergiemengen Q4 und @, in kWh. lhre Differenz AU bildet die Menge, um die sich die innere Energie
im Speicher, ausgehend von einem Anfangszustand U, vermehrt.

Zwischen den Energiemengen besteht die Beziehung
@ AU=U-Uy=[ (01-0,)dr=0:-0Q,.

Rechts in Bild 1 ist noch der der zeitliche Verlauf der inneren Energie als Differenz zu ihrem Anfangs-
wert U, gezeigt. Nach 5 Stunden ist sie um 1,5 kWh vermehrt worden. Das entspricht der Flache
unter dem Verlauf von dU /dt im zweiten Diagramm von rechts.

Massenbilanz

Bild 1: Massenbilanz in einem See

Als mogliches Gebiet fiir eine Massenbilanz wird zunachst ein See betrachtet (Bild 1). Das Bilanzge-
biet ist grau hervorgehoben. Die Masse des Wassers im See m erfahrt durch Massenstrome eine
zeitliche Anderung m’(t), z.B. in kg/s. Darin ist T die Zeit.

Im Beispiel gibt es neben einem Niederschlagsmassenstrom my zwei Zufliisse m,,,, die der Masse im
See zugute kommen, und neben einem Verdunstungsmassenstrom i, und einem Versickerungs-
massenstrom g zwei Abfllsse m,,,, die die Masse des Sees mindern. Sind alle Zufllisse zusammen
groRer als die Abflisse, nimmt die Masse im See zu. Das bedeutet: m’(7) ist positiv. Umgekehrt
nimmt die Masse im See ab, m’(7) ist negativ. Daneben gibt es noch die Moglichkeit, daR sich
Zuflisse und Abfllsse genau ausgleichen. In diesem Fall bleibt die Masse im See gleich, m’(t) ist Null.

Eine allgemeingiiltige Art, die Massendnderung zu bestimmen, zeigt Bild 1 rechts. Die Massenstrome
werden durchnumeriert und durchgehend als Massenstrome aufgefalit, die in das Bilanzgebiet hinein
gerichtet sind. Das hat zur Folge, da Massenstrome, die die BilanzgréfRe erhdhen, hier m,, m; und
my, ein positives Vorzeichen und Massenstrome, die die BilanzgroBe vermindern, hier m,, ms, mg
und M-, ein negatives Vorzeichen erhalten. Fiir n Massenstrome wird die Massenbilanz zu

@) m@)=Xjmy
oder, wenn man noch die Dichte p, das Volumen VV und den Volumenstrom V herausfihrt, zu
@) pV(@=XlapV;

Mit der Anderung der Masse des Wassers im See, sind Hohenstandsanderungen verbunden. Man
kann die Massenbilanz nutzen, um z.B. zu prognostizieren mit welchen Héhenstandsanderungen
Schneeschmelzen im Quellgebiet der Zufliisse verbunden sein kdnnten. Ferner sind aus der Hohen-
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standsanderung und der Bilanzierung aller anderen Zu- und Abfliisse, Riickschliisse auf den am
schwierigsten zu erfassenden Massenstrom, den Versickerungsmassenstrom, moglich.

Fir Flllstandsberechnungen muf das Fassungsvolumen des Sees von seinem Fiillvolumen unter-
schieden werden. Das Fiillvolumen ist das Volumen des Wassers im See. Sein Maximum ist das
Fassungsvolumen des Sees. Es ist durch die Ufer des Sees begrenzt. Das Fassungsvolumen bildet das
Bilanzgebiet.

Massenbilanz in Stromroéhren
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Bild 2: Stromrdhrenabschnitte mit richtungsstationarer Stromung eines inkompressiblen Fluids

Bild 2 zeigt grau unterlegt einige typische Beispiele fiir Bilanzgebiete in Rohrleitungsinstallationen. Im
Unterschied zum See sind sie immer vollgefullt, Fassungs- und Fillvolumen missen nicht unterschie-
den werden.

Rechts in Bild 3 sind Stromlinien eingezeichnet. Man erkennt, dal} die Mantelflache des Bilanzgebiets
aus Stromlinien besteht. Das ist auch in den anderen beiden Beispielen so. Der Stromlinienmantel
bildet eine Flache, durch die keine Massenstrome hindurchtreten kdnnen. Anderenfalls wiirden die
Stromlinien anders verlaufen. Man nennt solche Bilanzgebiete Stromréhren.

Rechts und in der Mitte von Bild 2 sind einfache Stromréhren mit einer Eintrittsflache (4;) und einer
Austrittsflache (4,) gezeigt. Links zeigt Bild 3 ein Beispiel fiir eine verzweigte Stromréhre. In diesem
Fall hat sie mehrere Austrittsflaichen. Ebensogut konnte sie auch mehrere Eintrittsflaichen haben.

Fir die Volumenstrome durch die Eintritts- und Austrittsflachen gilt:
5) V=Ac.

Darin sind ¢ die mittlere FlieRgeschwindigkeit in Strémungsrichtung und A der Querschnitt, verstan-

den als Flache quer zur Stromungsrichtung. Eine besondere Form von Stromrohren sind Stromfaden.
Sie sind als Stromrohren definiert, in denen die FlieRgeschwindigkeit und alle anderen interessieren-
den GroRen liber den Querschnitt hinweg konstant sind. Das ist z.B. bei unendlich diinnen Stromréh-
ren der Fall.

Ein Sonderfall von Gleichung 4 tritt auf, wenn das Fluid als inkompressibel angenommen wird, also
die Dichte p konstant ist. Weil die Stromrohren stets vollgefiillt sind, kann sich ohne Dichtednderung
auch die Masse des enthaltenen Fluids nicht andern. Wenn sie z.B. 1 kg betragt, dann bleibt sie 1 kg,
unabhangig davon, ob das Fluid in Ruhe ist oder sich bewegt, und auch unabhangig davon, wie
schnell es sich durch die Stromrohre bewegt.

Formal betrachtet, wird aus Gleichung 4 bei konstanter Dichte zunachst

® V@ =3
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Darin ist VV voraussetzungsgemal’ nicht nur das Fullvolumen, sondern auch das Fassungsvolumen, al-
so das zeitlich unveranderliche Volumen der Stromrohre selbst. Deswegen ist die linke Seite Null und
es entsteht:

(7 Xvp=o
Nach Einfihrung von Gleichung 5 wird daraus:
(8) ?:114]' Cj = 0.

Dabei mu man weiter beachten, dal} alle Massenstrome und entsprechend auch alle FlieRgeschwin-
digkeiten als in das Bilanzgebiet hinein gerichtet aufgefaRt werden. Fiir den einfachen Rohrabschnitt
in Bild 2 Mitte flhrt Gleichung 8 mit Beachtung der Vorzeichen auf den einfachen Zusammenhang

9) A =40,

Mit der Querschnittsverengung erhoht sich die Geschwindigkeit. Kann solch eine Strémung stationar
sein? Ja, denn mit instationar ist nur bezeichnet, daB die Geschwindigkeit sich zeitlich nicht dndert.
Ortlich kann sie sich sehr wohl dndern. Unabhingig davon gelten diese Gleichungen nicht nur fiir sta-
tiondre, sondern auch fiir instationare Stromungen.

Grundsatzlich ist es moglich, auch Stromungen von Gasen nach der Kontinuitatsgleichung fiir das
inkompressible Fluid zu rechnen. Man muRB sich jedoch dafiir hiiten, sie auf Bilanzgebiete anzuwen-
den, in denen das Gas in relevanten GréRBenordnungen komprimiert oder entspannt werden. Vollig
verfehlt ware die Anwendung der Kontinuitatsgleichung flir das inkompressible Fluid beidseits einer
Drossel.

Umgekehrt ist man auch bei Flissigkeiten nicht vor unzuldssigen Anwendungen der Kontinuitatsglei-
chung fir das inkompressible Fluid gefeit. Wenn in einem Bilanzgebiet hohe Spreizungen auftreten,
sind mit ihnen, auch bei Wasser, merkliche Dichteunterschiede verbunden. Fir eine einfache Strom-
rohre rechnet man statt mit Gleichung 9 in solchen Fallen genauer mit der Gleichung

(10) p14; ¢ = prAscy,
die die Dichte bericksichtigt.

Als Beispiel fur die Auswirkung des Temperatureinflusses wird ein Rohr mit gleichbleibendem Quer-
schnitt betrachtet, in das Wasser mit 20°C eintritt und mit 80°C austritt. Das Wasser hat bei 20°C eine
Dichte von 998,23 kg/m3 und bei 80°C eine Dichte von 971,83 kg/m?3. Im Fall einer Eintrittsgeschwin-
digkeit von 1 m/s tritt es mit 998,23/971,83 m/s = 1,03 m/s aus. Wenn man die Dichteunterschiede
auBer Acht lieRe, wiirde man sich in diesem Fall also einen unnétigen Fehler von 3% einhandeln.
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Ortliche Kontinuititsgleichung eines inkompressiblen Fluids

w(z+dz) dV,(z+dz)
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Bild 3: Massenbilanz in einem unendlich kleinen Quader

Wenn das Fluid inkompressibel ist, bekommt auch die ortlich Massenbilanz eine einfache Gestalt. Sie
|aRkt sich fir einen unendlich kleinen Quader herleiten. Bild 3 rechts zeigt unendlich kleine Volumen-
strome dV, die alle in den Quader hinein gerichtet sind. Sie lassen sich wieder nach Art von Glei-
chung 5 aus Geschwindigkeiten und Durchtrittsflichen bestimmen. Z.B. gilt fiir den Volumenstréme

av (x):
(11) av(x) = u(x)dy dz.
GemaR Gleichung 8 gilt fur alle Volumenstréme unter Beachtung ihrer Vorzeichen:
(12) [u(x) —u(x+dx)]|dydz+ [v(y) —v(y + dy)]dx dz + [w(z) — w(z + dz)]dx dy = 0.

Die Gleichung wird nun durch das Produkt (—dx dy dz) geteilt. Danach entsteht:

u(x+dx)-u(x) , vy+dy)-v(y) , wz+dz)-w(z) _ du  dv  dw _
(13) dx t dy + dz T dx t dy dz

Die drei Summanden der linken Seite stellen Differentialquotienten, also Ableitungen dar. lhre Sum-
me wird als Divergenz des Geschwindkeitsvektors div ¢ bezeichnet. Gleichung 13 bekommt mit Ver-
wendung des Operators div die kompakte Form

(14) divc =0.

Fir ein inkompressibles Fluid besagt die Kontinuitatsgleichung also, daR die Divergenz der Geschwin-
digkeit Null ist. In numerischen Simulationen von Strémungen kann dieser Zusammenhang in der
Form

u(x+Ax)—u(x) , v(y+Ay)-v(y) w(z+Az)-w(z) _
(15) o + Ay + o~ =0

genutzt werden. Darin sind Ax, Ay und Az die Maschenweiten eines rdumlichen Gitternetzes.
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