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Arten der Beschleunigung

Beschleunigungen sind zeitliche Geschwindigkeitsdnderungen. Sie kénnen positiv oder negativ sein.
Dal’ es zwei grundsatzlich verschiedene Arten der Beschleunigung gibt, kann man schon im Straf3en-
verkehr feststellen:

Die eine beobachtet man in Kurven. Vor der Kurve wird das Fahrzeug gebremst (negative Beschleu-
nigung). Aus der Kurve heraus wird es beschleunigt (positive Beschleunigung). Beides ist eine Be-
schleunigung von Ort zu Ort. In der Physik nennt man das konvektive Beschleunigung.

Die andere Art der Geschwindigkeitsanderungen beobachtet man bei Wetterwechseln. Wenn Regen
einsetzt, wird die Geschwindigkeit tunlichst herabgesetzt. Wenn die Stralle wieder abtrocknet, wird
die Geschwindigkeit allmahlich wieder heraufgesetzt. Auch das ist eine Beschleunigung. In einer Kur-
ve geschieht sie nicht von Kurveneingang zu Kurvenausgang, sondern sie ist an jedem Ort der Kurve
zu beobachten. In der Physik nennt man das 6rtliche bzw. lokale Beschleunigung.

Ein Beobachter, der am StraRenrand steht und nichts weiter sieht als einen bestimmten Ort, durch
den sich aufeinanderfolgende Fahrzeuge bewegen, kann nur sehen, wie sich die Geschwindigkeit am
Ort andert. Andere Orte sieht er nicht. Er kann also lediglich die lokale, nicht aber die konvektive
Beschleunigung feststellen.

Ein Beobachter in einem Fahrzeug kann hingegen beide Beschleunigungsarten feststellen. Wenn sie
zugleich auftreten, addieren sie sich aus seiner Sicht zu einer Gesamtbeschleunigung. Das ist z.B. der
Fall, wenn gleichzeitig Regen einsetzt und das Fahrzeug auf eine Kurve zufdhrt. Die Gesamtbeschleu-
nigung wird auch substantielle Beschleunigung genannt. Darin kommt zum Ausdruck, dal es sich um
eine Beschleunigung handelt, die eine bewegte Substanz, hier: das Fahrzeug, erfahrt.
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Bild 1: Beschleunigungsraten in einer Rohrstrémung

In Rohrstromungen konnen lokale Beschleunigungen z.B. durch zeitliche Verdnderungen der
Pumpendrehzahl und konvektive Beschleunigungen durch Querschnittsanderungen entstehen.
Bewegte Teilchen erleben beides als substantielle Beschleunigung

Ob man Stromungen aus der Sicht der bewegten Teilchen oder ortsbezogen betrachtet, ist eine
grundsatzliche Frage. Wir Menschen sind es gewohnt, uns durch den Raum zu bewegen. Die
natirlichere Sichtweise ware demnach die teilchenbezogene.

Hingegen sind Systeme, in denen technische Stromungen betrieben werden, Rohrleitungen, Lif-
tungskanéle usw., sowie die zugehorigen Aggregate, Pumpen, Liifter usw., in der Regel ortsfest.
Selbst bewegte Systeme wie z.B. Flugzeuge lassen sich ebenfalls als ortsfest auffassen. In Windka-
ndlen sind sie das auch tatsachlich.
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Auch der Begriff der stationaren Stromung beruht auf der ortsbezogenen Sichtweise. Stationar meint
nur, daf3 sich die Geschwindigkeit am Ort nicht verandert. Von Ort zu Ort kann sie sich auch bei sta-
tiondrer Stromung sehr wohl verandern. Mit den neuen Begriffen heillt das: Stationdre Stromungen
haben keine lokale Beschleunigung, wohl aber kdnnen konvektive Beschleunigungen auftreten.

Weil substantielle Beschleunigung und lokale Beschleunigung nicht das gleiche sind, verlangen sie
auch unterschiedliche Schreibweisen. Im folgenden wird immer nur die tangentiale Komponente der
Geschwindigkeit, cr oder kiirzer: ¢, betrachtet. Als Schreibweise fiir die substantielle Beschleunigung
ist Dc/Dt eingefiihrt worden, wahrend dc/dt die lokale Beschleunigung bezeichnet. Darin ist T die
Zeit.

Mit diesen Zeichen gilt fir die substantielle Beschleunigung:

Dc dc
(1) D_‘L' = E + ac .
Darin steht a, fir die konvektive Beschleunigung. Im folgenden wird gezeigt, wie sie sich berechnet.
Dazu wird die stationare Stromung in einer Verjlingung betrachtet (Bild 2). Stationar bedeutet nach
Gleichung 1, dalk die konvektive Beschleunigung der substantiellen entspricht, denn die lokale Be-

schleunigung ist stationar ja eben Null.
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Bild 2: Verlauf der tangentialen Geschwindigkeit in einer Verjlingung

Die Teilchen des Fluids treten mit der Geschwindigkeit c; in die Verjliingung ein und erfahren dort
einen Geschwindigkeitsanstieg Ac = ¢, — ¢;. Um die durchschnittliche Beschleunigung der Teilchen
zu erhalten, mulR Ac noch durch die Zeitdauer AT = 1, — 1, geteilt werden, in der sie die Verjlingung
durchlaufen. Wenn die Lange As = s, — s; und die mittlere Geschwindigkeit c,, in der Verjiingung
bekannt sind, gilt fur die Zeitdauer At:

__As

2 cn= = AT

__As

cm
Daraus folgt fir die durchschnittliche konvektive Beschleunigung a. ,,, in der Verjlingung:

(3) Acm = i_i = Cmi_z .
Bild 3 zeigt Zahlenbeispiele fiir drei verschiedene Eintrittsgeschwindigkeiten. Das Fluid wird als in-
kompressibel angenommen, das Flachenverhéltnisses A, /A; mit 0,5. Aus der Kontinuitatsgleichung
flir das inkompressible Fluid, c;A; = ¢, A,, folgt daraus ¢, = 2 ¢;. Vereinfachend wird angenommen,
daR die Geschwindigkeit in der Verjlingung linear ansteigt. Die mittlere Geschwindigkeit in der Ver-
jungung c,, ist in diesem Fall der arithmetische Mittelwert von c¢; und c,. Bild 3 zeigt c¢,,,0ben in der
Mitte.
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Bild 3: Zahlenbeispiele fiir die tangentiale konvektive Beschleunigung

Rechts daneben erscheint das Verhaltnis Ac/As. Bei doppelter Geschwindigkeit verdoppelt es sich,
bei halber Geschwindigkeit halbiert es sich. Unten sieht man den zeitlichen Geschwindigkeitsverlauf.
Bei halber Geschwindigkeit dauert alles doppelt so lange, bei doppelter Geschwindigkeit halb so
lange. Beide Effekte wirken quadratisch zusammen und sorgen dafiir, dak sich die konvektive Be-
schleunigung bei doppelter Geschwindigkeit vervierfacht und bei halber Geschwindigkeit viertelt.
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Bild 4: Tangentiale konvektive Beschleunigung in einem unendlich kleinen Stromfadenabschnitt

Es wird nun die 6rtliche konvektive Beschleunigung untersucht. Dazu wird statt der Verjlingung mit
ihrer endlichen Léange As ein unendlich kleiner Stromfadenabschnitt mit der Ldnge ds betrachtet. In
Bild 4 liegt er innerhalb der Verjlingung, seine Lage ist aber beliebig.

Es wird nach wie vor Stationaritdat angenommen. Die konvektive Beschleunigung muf weiter der sub-
stantiellen Beschleunigung entsprechen. Es gilt also a, = Dc/Dt. Darin ist Dc der Geschwindigkeits-
zuwachs, den ein Teilchen wahrend einer unendlich kleinen Zeitspanne Dt erfdhrt. Dabei steht Dt
flr beliebige Zeitspannen.

Insbesondere kann Dt auch so gewahlt wird, daR es gleichbedeutend mit der Zeitspanne ist, in der
das Teilchen den Stromfadenabschnitt s bis s 4+ ds durchlduft. Der Geschwindigkeitszuwachs Dc, den
das Teilchen erfdhrt, ist dann gleichbedeutend mit dem Geschwindigkeitszuwachs dc, der zwischen
den Orten s und s + ds herrscht.

Die Durchlaufzeit Dt berechnet sich als DT = ds/c. Fiir die substantielle Beschleunigung g—i, die hier

ja gleichbedeutend mit der konvektiven Beschleunigung a.. ist, ergibt sich daraus:

(4) q ==L d _ d
¢ pt Dt ds/c = ds’
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Der Ausdruck ¢ dc/ds bleibt auch dann die konvektive Beschleunigung, wenn die Strémung nicht
mehr stationar ist und die Teilchen zusatzlich eine lokale Beschleunigung erfahren. lhre substantielle
Beschleunigung ist dann:

Dc _ dc Cdc
DT~ dt ds’

(%)

Alle Ausdriicke in Gleichung 4 sind sowohl vom Ort als auch von der Zeit abhangig. Wenn die Stro-
mung nicht mehr stationér ist, wird c(s) zu c(s, 7). Wenn c sich zeitlich dndert, gilt das auch fir
dc/ds. Umgekehrt ist selbst die lokale Beschleunigung nicht nur von der Zeit, sondern auch vom Ort
abhangig. Im Beispiel ist sie am Austritt der Verjlingung doppelt so hoch wie am Eintritt.

Die konvektive Beschleunigung |aRt sich auch noch weiter umformen. In tangentialer Richtung gilt.
dc d (c?
® cx=5%)

d (c? 1d 1d 1 dc . dc 1 dc dc
Probe:—(—):——czz—— cx*c =—(c— —c)z—(Zc—)zc—.
ds \ 2 2ds 2ds( ) 2 ds + ds 2 ds ds

Das entspricht der oben schon gemachten Beobachtung, daf8 die konvektive Beschleunigung nicht
mit der Geschwindigkeit, sondern mit ihrem Quadrat wachst.

Reynoldsches Transporttheorem in eine Richtung

f f
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Bild 5: Temperaturerh6hung in einer Rohrstromung

Statt der zeitlichen Anderung der Geschwindigkeit ¢ wird nun die zeitliche Anderung einer beliebigen
OrtsgroRe f betrachtet. In Bild 5 ist als Beispiel fiir f die Temperatur in einer Rohrstromung gewahlt.
Es sich kdnnte um ein Rohr in einem Warmeitbertrager handeln. Die Zusammenhange gelten aber all-
gemein fir OrtsgrofRen in einer Stromung.

In der Mitte von Bild 5 ist der ortliche Verlauf von f gezeigt. Weil er nicht konstant ist, sagt man: Er
hat einen Gradienten. Das ist die Steigung df /ds. Rechts in Bild 5 ist der Verlauf von f gezeigt, den
ein Teilchen erfahrt, das sich mit einer Geschwindigkeit ¢ durch das Rohr bewegt. Die Steigung dieses
Verlaufs ist die substantielle Anderung Df /D1.

Ebenso wie oben noch bei der substantiellen Anderung der Geschwindigkeit, der substantiellen Be-
schleunigung Dc /DT, setzt sich auch die substantielle zeitliche Anderung einer beliebigen OrtsgréRe
Df /Dt aus einer lokalen Anderung df /dt und einer konvektiven Anderung as zusammen. Es gilt:

by _df
(7) D‘L'_d‘l'+af.

Im Beispiel des Warmelibertragers kommen lokale Anderungen der Temperatur bei Aufheiz-, oder
Abkiihlvorgingen zustande. Ahnlich wie in einer Kurve die Geschwindigkeit an jedem Ort reduziert
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wird, wenn es regnet, vermindert sich auch die Temperatur im gesamten Warmedbertrager, wenn er
auskuhlt, weil z.B. ein primarseitiger Kessel gerade ausgeschaltet worden ist.

Konvektive Anderungen, sind durch den Gradienten bedingt. Ahnlich wie die Teilchen in einer Verjiin-
gung in Bereiche mit immer hoherer Geschwindigkeit kommen und eine Geschwindigkeitsanderung
von Ort zu Ort erfahren, gelangen sie im Rohr des Warmelibertragers in immer warmere Bereiche
und erfahren eine Temperaturanderung von Ort zu Ort. Fiir die einzelnen Teilchen dndert sich die
Temperatur umso schneller, je hdher ihre Geschwindigkeit ist.

Wenn der Warmeubertrager weder aufgeheizt wird noch auskihlt, andert sich der Temperaturver-
lauf nur noch ortlich, aber nicht mehr zeitlich. Er ist stationar. Allgemein ist der Verlauf einer Orts-
groéRe f stationdr, wenn es keine lokale Anderung gibt. Die substantielle Anderung ist dann rein kon-
vektiv. Das wird auch hier wieder genutzt, um die konvektive Anderung zu berechnen:

Die substantielle Anderung Df /Dt sagt aus, daB die Teilchen in einer Zeit Dt einen Zuwachs Df er-
fahren. Dt wird wieder so gewahlt, dal? sie der Zeit dt entspricht, in der die Teilchen vom Ort s zum
Ort s + ds gelangen. Es gilt dann Dt = dt = ds/c. Der Zuwachs Df entspricht dann dem ortlichen
Zuwachs df zwischen s und s + ds.

Daraus ergibt sich die konvektive zeitliche Anderung als

_br_a _ .4
(8) af_Dr_ds/c_C ds’

Fiir die substantielle zeitliche Temperaturanderung fiihrt das insgesamt auf

@ =¥, U

DTt dt ds '
Diese Gleichung ist eine Form des Reynoldschen Transporttheorems. Es gilt fiir beliebige Orte s und
beliebige Zeitpunkte T und besagt, daR Teilchen, die zu einem Zeitpunkt T einen Ort s durchlaufen,
einerseits eine zeitliche Anderung von f am Ort s erfahren, die auch an anderen Orten wirkt (lokale
Anderung) und andererseits eine Anderung, die aus dem &rtlichen Anstieg von f und ihrer eigenen
Geschwindigkeit resultiert (konvektive Anderung).

Es ware miRig, ein Rechenbeispiel fiir das Transporttheorem anzugeben. Denn es wird nicht genutzt,
um konkrete Berechnungen zu fiihren, sondern als theoretisches Werkzeug. Mithilfe des Transport-
theorems lassen sich zeitliche Anderungen beliebiger OrtsgroRen umrechnen. Z.B. wird es im Arbeits-
blatt ,,Bernoulli-Gleichung” dazu genutzt, die Bernoulli-Gleichung aus einem Kraftegleichgewicht an
einem bewegten FlUssigkeitsvolumen herzuleiten.

Gleichung 9 gilt nur fir den Fall, daf der Anstieg der OrtsgroRRe f ,,langs” zur Bahn des Teilchens er-
folgt. In Bahnlinienkoordinaten bedeutet , 1angs“: in tangentialer Richtung s. Nur in diesem Fall kann
die Ortsanderung mit df /ds notiert werden. Auch c steht ja nicht fiir eine Geschwindigkeit in eine
beliebige Richtung, sondern c ist gleichbedeutend mit der Tangentialgeschwindigkeit c. Man sagt
flir den Fall, daB der Gradient mit df /ds notiert werden kann, auch: Geschwindigkeitsvektor und
Gradient haben die gleiche Richtung.
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Reynoldsches Transporttheorem in mehrere Richtungen
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Bild 6: Unterschiedliche Richtungen von Geschwindigkeitsvektor und Gradient

Bild 6 zeigt den Fall, dal’ Geschwindigkeitsvektor und Gradient unterschiedliche Richtungen haben.
Als Beispiel fur die OrtsgrofRe f kann man sich wieder eine Temperatur vorstellen. Allerdings ist f
nun nicht mehr von einer Richtung abhéngig, wie gerade noch als f(s), sondern von zwei Richtun-
gen, f ist jetzt f(x,y). Die grau ausgezogenen Linien sind Linien, auf denen f (iberall den gleichen
Wert hat. Bei einer Temperatur nennt man sie Isothermen.

Der Gradient erscheint nun als Vektor grad f. Er enthélt die beiden partiellen Ableitungen von f. Es
gilt grad f = (0f/0x,0f /dy). Wie Bild 6 links in der Mitte zeigt, 1aRt sich der Gradient als Addition
der Vektoren (df /0x,0) und (0, df /0y) auffassen. Die Lange des Vektors (3f /dx, 0) ist dabei
gleichbedeutend mit dem Anstieg df /0x, die Lange von (0,0f /dy) ist 0f /dy.

Man erkennt: Steigt f in beide Richtungen gleich stark an, zeigt der Gradient in 45°-Richtung. Ist
df /0x geringer als df /0y, ist er flacher, umgekehrt ist er steiler. Im Ergebnis zeigt der Gradient
immer in die Richtung des steilsten Anstiegs.

Auch wenn grad f nun ein Vektor ist, bleibt f selber hier noch eine ungerichtete GroRRe, wie es im
gewahlten Beispiel der Temperatur ja auch der Fall ist. Weil der Gradient und der Geschwindigkeits-
vektor ¢ nicht mehr gleichgerichtet sind, mul auch ¢ jetzt in seine beiden Komponenten u und v
aufgeteilt werden, wie es Bild 6 rechts in der Mitte zeigt. Auch die Orte sind jetzt Ortsvektoren (Bild 6
rechts). Zum Zeitpunkt T befindet sich ein Teilchen am Ort x(t), zum Zeitpunkt t+Dt am Ort x(t+Dt).
Die Ortsdanderung ist der Vektor dx(t) mit den Koordinaten dx und dy.

Zwischen den Orten x(t) und x(t +Dt) erfahren Teilchen einen unendlich kleinen Zuwachs df. Man
sagt dazu auch: ein Differential df. Es handelt sich um ein totales Differential, das sich als

0 a
(10) dfzdfx+dfy=édx+£ dy

beschreiben IaRt. Darin sind df, und df,, die Zuwachse in x- und in y-Richtung. Sie bilden zusammen
den Gesamtzuwachs df. Wie in einer Geradengleichung ergibt sich df, sich aus der értlichen Ande-
rung von f in x-Richtung df /dx und der Ortsanderung in x-Richtung dx. Ebenso ergibt sich df;, sich
aus der &rtlichen Anderung von f in y-Richtung df /dy und der Ortsdnderung in y-Richtung dy. Zu-
gleich sind df /dx und df /0y die beiden Koordinaten des Gradienten und dx und dy die beiden
Koordinaten der Ortsanderung.

Wenn keine lokale Anderung der OrtsgréRe df /0t vorliegt, ist die substantielle zeitliche Anderung
rein konvektiv. Es gilt dann also wieder a; = Df /D1.

Der oOrtliche Zuwachs df soll wieder gleichbedeutend mit dem zeitlichen Zuwachs Df sein, den ein
Teilchen in der Zeit Dt erfahrt. Dt ist dann die Zeit, in der sich ein Teilchen vom Ort x(¢) zum Ort
x(t+Dt) bewegt. In x-Richtung hat es sich dann um die Wegstrecke dx bewegt. Weil es das mit der
Geschwindigkeit u tut, ist DT auch gleich u dx. Ebenso gilt DT = v dy.
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Aus Gleichung 11 wird so:

_or o ) S ),
(11) Df—aquT+avar DT—uax+vay.
Das ist die konvektive zeitliche Anderung von f. Nimmt man noch die lokale Beschleunigung hinzu,
ergibt sich fur die substantielle Beschleunigung die Beziehung
brf _d4f ,, of or _bf . (6_/‘ 3_f)
(12) DT dr+u6x+ 1703/_Dt+(u'v) ox’ax)’
Darin sind der Geschwindigkeitsvektor und der Gradient rechts bereits als Vektoren geschrieben. Die
beiden Vektoren bilden zusammen ein Skalarprodukt. Mit den Symbolen der beiden Vektoren laRt
sich Gleichung 12 auch schreiben als
by _4r , ..
(13) = L Te grad f.
Beide Vektoren kénnen ebenso dreidimensional sein. Auch im Raum bleibt der Gradient die Richtung

des starksten Anstiegs. Zum Beispiel weist der Feuchtegradient am Rand einer Wolke ins Innere der
Wolke.

Reynoldsches Transporttheorem fiir vektorielle Ortsgrofien

Bislang wurden die OrtsgroRen immer als ungerichtet betrachtet, wie es bei einer Temperatur ja
auch der Fall ist, und als faufgeschrieben. Allerdings gibt es auch gerichtete OrtsgroRen wie z.B. die
Geschwindigkeit oder die Schubspannung. Sie werden als Vektoren f beschrieben mit den Koordina-
ten f, fy und f,. Das Transporttheorem bekommt fiir vektorielle OrtsgréRen die Form

(14) Df/Dt=df/dt +c-gradf.

Ausgeschrieben sind das drei Gleichungen. Sie lauten:

Dfx _ Afx o Wy  Ffx Afx
D‘r—d‘r+udx+vdy+wdz
Oy _ by, Yy, Yy, Ay
(15) DT—dT+udx+vdy+de.
Dfy _ 4fz y \ Uz 4z 4fz
D‘r—dr+udx+vdy+wdz

Reynoldsches Transporttheorem fiir die Position eines Teilchens
s,S

S

S

Bild 7: Zeitliche Anderung der Position

Auch die Position eines Teilchens ist eine OrtsgréBe. Wenn sich Teilchen nur tangential bewegen kén-
nen, kann ihre Position in Bahnlinienkoordinaten als § beschrieben werden. Sie muf8 unterschieden
werden vom Ort selbst, der weiter mit s bezeichnet wird (Bild 7).

Ein Teilchen verandert ausgehend von § = 0 seine Position mit der Zeit und erreicht zum Zeitpunkt 7
einen Ort s. s ist auch davor und danach immer der gleiche Ort. Die Position § des Teilchens andert
sich hingegen standig und ist nur zum Zeitpunkt T deckungsgleich mit dem Ort s.
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Angewendet auf die Position eines Teilchens §, miiSte das Transporttheorem liefern, dalk die zeitliche
Anderung Ds/Dt eines Teilchens seiner Geschwindigkeit entspricht.

Man sehe:
Ds ds ds
(16) D—T—E-FC E—O‘FC*I—C.

Die lokale Anderung ds/dt ist Null, weil s, anders als §, zeitlich konstant ist. ds/ds ist schon rein
arithmetisch Eins. In einem Diagramm s Uber s wére s(s) die Winkelhalbierende und ds/ds ihre
Steigung, also auch wieder Eins. Ds/Dt kdnnte auch D§/Dt geschrieben werden. Die substantielle
Schreibweise mit groBem ,,D“ bringt aber selbst schon zum Ausdruck, daf’ es sich hier um die Position
eines bewegten Teilchens handeln muR.

t

t
Bild 8: Zeitliche Anderung einer OrtsgréRe aus Teilchen- und aus Ortssicht (stationér)

Genauso wie s in der substantiellen Ableitung als § zu verstehen ist, ist auch jede andere OrtsgroRRe f
in der substantiellen Ableitung eigentlich als f zu verstehen (Bild 8). Ein bewegtes Teilchen erfahrt
einen zeitlichen Verlauff(r). Zu einem bestimmten Zeitpunkt T erreicht es den zugehdrigen Ort
s(7). Dort erfahrt es einen Wert von f, der zu diesem Zeitpunkt auch 6rtlich als Wert von f
gemessen werden kann.

Der lokale zeitliche Verlauf von f ist in Bild 8 konstant. Das ist der Sonderfall der Stationaritdt. Wenn
f zeitlich nicht mehr konstant ist, entspricht das einer lokalen zeitlichen Anderung, die auch das
Teilchen zusatzlich erfahren wiirde.

Die ortsbezogene Sichtweise hat den Vorteil, dal§ sie stationare Verlaufe und instationdre Vorgédnge
klar unterscheidet. Interessierende Zusammenhange kdnnen ortsbezogen erst einmal als
Gleichungen fir den instationaren Fall angegeben werden. In dieser Form haben sie die hochste
Gultigkeit. Die Einschrankung auf den stationaren Fall geschieht dann sehr einfach und tibersichtlich
durch Streichen der lokalen Anderung der OrtsgréRe, man sagt auch: durch Streichen des instationa-
ren Terms.
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