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Hagen-Poiseuille-Stromung

Laminare, stationdre Rohrstromung eines inkompressiblen Newtonschen Fluids
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Bild 1: links Impulsbilanz, rechts Geschwindigkeitsprofil

Impulsbilanz

Aus einer stationdren Rohrstromung eines inkompressiblen Newtonschen Fluids wird ein Zylinder mit dem
Radius r und der infinitesimal kleinen Héhe dx ausgeschnitten. An diesem Zylinder wird eine Impulsbilanz
gebildet.

Die zeitliche Ableitung des Impulses im Zylinder ist Null, weil es sich um eine stationdre Stromung handelt.
Folglich miissen alle in den Zylinder hinein gerichteten bzw. eine Vermehrung des Impulses bewirkenden
Transport- und Wandlungstrome zusammen Null ergeben. Weil die Impulsstrome die Dimension einer Kraft
haben, handelt es sich hier um ein Kriftegleichgewicht.

Wandlungsstrome wiren in diesem Fall Volumenkrifte. Als Volumenkraft kime hier nur die Gewichtskraft
infrage. Es soll angenommen werden, daf ein waagerechter Abschnitt betrachtet wird. Weiterhin sollen nur
die axiale Richtung, hier also die x-Richtung,betrachtet werden. Da die Gewichtskraft in dieser Richtung
keine Komponente hat, spielt sie hier keine Rolle.

Die Transportstrome miissen unterschieden werden in materielle Transporte (Konvektion) und in
immaterielle Transporte (Konduktion). Die materiellen Transporte sind hier konvektive Impulsstrome der
Gestalt imc. Gemal der Kontinuitatsgleichung , ¢ A=konst., fiir ein inkompressibles Fluid &ndern sich weder
die Geschwindigkeit noch der Massenstrom zwischen den Stirnflichen des Zylinders. Es tritt daher kein
resultierender materieller Transport in den Zylinder hinein auf.

Als einzig relevante Transporte verbleiben so die immateriellen Transporte. In einer Impulsbilanz sind sie
gleichbedeutend mit Oberflachenkréften. Davon gibt es zwei Arten:

1. Die beiden Druckkrifte p(x) 72 und -p(x+dx) * 7 auf die Stirnflichen des Zylinders.

2. Die Reibungskraft 7(r) 2 r n dx auf die Mantelfliche des Zylinders, wobei 7 eine Schub- oder
Scherspannung ist, die von r abhédngt. Es gilt also das Kriftegleichgewicht
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pX)rPr—pkx+dx)rPfr=7()2rndx.
Diese Gleichung 146t sich umformen in

T p(x+dx)—p(x)_L£
T = 2 dx 2 dx M

Schubspannungsaufnahme 7(r)

Weil es sich um ein Newtonsches Fluid handeln soll, 148t sich die Schubspannungsaufnahme 7(r) auch
ausdriicken als

d
() =1 @)

Darin sind u(r) die axiale Geschwindikeit des Fluids im Radius r und 5 die dynamische Zahigkeit oder
Viskositét.

Geschwindigkeitsprofil u(r)

(1) und (2) lassen sich zu einer Differentialgleichung verkniipfen:

du r dp duv dp r
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Die Losung dieser Differentialgleichung lautet

u(r)= d_p +C )
dx

2
4n
Die Konstante C kann aus der Randbedingung fiir r=R bestimmt werden. Bei R erreicht der Radius die
Rohrwand. In der Rohrwand ist die Geschwindigkeit der Teilchen Null. Anders als in einem reibungsfreien
Fluid bildet die Rohrwand hier keine Diskontinuititsfliche. Wenn jedoch weiter die Kontinuumshypothese
gilt, muf} die Geschwindigkeit des Fluids an der Rohrwand ebenfalls Null sein. Es gilt also:
dp ) R?

aodl by

R
uR) = yp

2 dp
4—n$+C=O =4 CZ(

Damit wird aus (3):

dx

u(n)= — — + in

dp r? (dp)R2
x 47

Diese Gleichung 1d8t sich umformen zu

dp \ R? r\2
(SR (L 4
v (dx)4n( (R)) “)
Offensichtlich tritt die grofte Geschwindigkeit u,,x bei r=0, also genau in der Mitte des Rohres, auf und
lautet

_( dp) R2
Pmax = dx ) 4n
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Der Geschwindigkeitsverlauf 148t sich dann auch schreiben als

0= v (1- (7))

Fiir R=1cm und u,,x =1 m/s sieht er folgendermaBen aus:

u(r) /Unax [%]
100

80
60
40

20

r[cm]
0.2 0.4 0.6 0.8

Das entspricht dem in Bild 1 rechts gezeigten Geschwindigkeitsprofil u(r).

Volumenstrom V

Um den Volumenstrom ¥ zu erhalten, muB man u(r) iiber den gesamten Querschnitt integrieren. Das
Flachenintegral ist dann der Volumenstrom. Wére z.B. u(r)=U, also eine Konstante, miiite das
Flichenintegral genau U R? 7 ergeben.

Die Querschnittsfliche des Rohres, welche ja R? 7 sein muB, ergibt sich aus dem Integral

R
f 2rrndr
0

Man kann sich davon leicht iiberzeugen: Die Stammfunktion von 2rr ist 7z Setzt man die
Integrationsgrenzen R und 0 ein ergibt sich der Querschnitt R? 7. Grafisch kann man sich das so vorstellen,
dall mit der Integration iiber r ein kleiner Kreis , der zundchst nur der Mittelpunkt des Rohres ist, immer
weiter aufgezogen wird, bis er zuletzt, bei =R, den gesamten Querschnitt fiillt.

Zmy{j

Der Volumenstrom ergibt sich aus dem Integral fORu (N2rndr.
Setzt man (4) fiir u(r) ein, ergibt sich
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. R( dp | R? r\2 dp \ R?n (R r3
V= 5 e (G a2 ) 5 [ e

Es ergibt sich also

. dp \ R*7
=5 )5 ®

Mittlere Stromungsgeschwindigkeit ¢

Eine mittlere Geschwindigkeit ¢ ergibt sich aus ¥ nach Teilung durch die Querschnittsfliche R? r:

dp \ R?
=|l-— | = 6
c ( dx ) 817 ©)

Wenn u(r) aus (4) durch diese Geschwindigkeit geteilt wird, ergibt sich ein auf die mittlere
Geschwindigkeit bezogenes Geschwindigkeitsprofil u(r)/c:

U(r)/c=2('| —(%)2)

Insbesondere gilt u(0), also uya = 2¢. In der Rohrmitte ist die Geschwindigkeit also zweimal so grofl wie im
Mittel.

Druckverlust Ap,

Fiir den Druckverlust Ap, entlang einer Rohrstrecke L gilt

Ap, =L (— b ) (7
Y dx

Darin ist (—% ) der Druckgradient der Stromung. Das negative Vorzeichen bewirkt, dal p(x) groBer als
p(x+dx) ist. Nur so kann die Stromung in x-Richtung flieBen, bei positivem Vorzeichen liefe sie riickwirts.
Entlang einer Rohrstrecke L sinkt p(x) genau um den Betrag L (— 3—5 ) Das ist der Druckverlust Ap, auf
dieser Strecke, wenn ihre mittlere FlieBgeschwindigkeit den Betrag ¢ hat. Damit sie den Betrag ¢ haben
kann, muB der verfiigbare Forderdruck Ap genau diesen Verlust decken. Ganz #hnlich wie bei einer
Raumbeheizung die stationdre Heizleistung die Warmeverluste decken mufl, muf3 bei einer stationiren
Rohrstromung Ap gleich Ap,, sein.

Setzt man (6) in (7) und vewerndet statt des Radius R den Durchmesser D=2 R, ergibt sich Ap, zu

_ 32nLe

AP =T

Der Druckverlust einer laminaren Stromung ist also proportional der Geschwindigkeit.



